
0 r arcsirudx
8- i ~ ^ j T + T  

0  v

Ж: л V 2 ~ 4

8- §. Ясен фигураларнинг юзларини хисоблаш

6.8.1. y  =  f ( х)  функция графиги, х =  а, х =  Ь иккита тугри чизик 
ва Ох ук билан чегараланган фигура эгри чизикли трапеция 
дейилади.

Бундай эгри чизикли трапециянинг юзи f ( x ) ^ 0  булса,

ь ь

S  =   ̂f ( x ) d x  =   ̂ y d x
а  а

формула буйича хисобланади ( 2 4 - шакл).
y = f \ ( x )  ва у  =  f i ( x)  { f i ( x ) ^ f i ( x) )  эгри чизиклар ва х = а  

хамда х =  Ь иккита тугри чизик билан чегараланган фигуранинг 
юзи

ь
5  =  $[М *) — f Ax) ] dx

а

формула буйича хисобланади (2 5 - шакл).
Агар эгри чизикли трапеция x = f ( y )  функция графиги, у  =  с, 

y  =  d  тугри чизиклар ва Оу  ук билан чегараланган булса, унинг 
юзи 1(у)  ^ 0  учун

d d 

s  =  \ f ( y ) d y  =  S^xdy
С С

формула буйича хисобланади ( 2 6 - шакл).
xi =  f i ( y )  ва x = f 2{y)  (\ i { y ) > f \ ( y )) эгри чизиклар, у  =  с ва 

y  =  d  иккита тугри чизик билан чегараланган фигура юзи
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S  =  $ i f2(y)  — f i ( y )  ) d y
С

формула буйича х,исобланади (2 7 - шакл).
6.8 .2. Агар эгри чизик х  — х ( t ) ,  y  =  y ( t )  параметрик тенгламалар 

билан берилган булса, у халда шу эгри чизик, х =  а, х =  Ь тугри 
чизиклар ва Ох ук билан чегараланган эгри чизикли трапеция- 
нинг юзи

h h 
s  =  J y ( t ) - x ' ( t ) d t =  J y ( t ) d x ( t )

'i (i

формула буйича хисобланади, бунда t\ ва a — x( t \ ) ,
b — x ( t 2) ( y ( t ) ^ O )  тенгламалардан аникланади.

6.8.3. r =  r ( ф) функция графиги ва ф =  а ,  ф =  р иккита нур билан 
чегараланган фигура эгри чизикли сектор дейилади, бунда ф ва г — 
кутб координаталари (2 8 - шакл). Эгри чизикли секторнинг юзи

s = i  Sr2d(p
а

формула буйича хисобланади.
х2

1-м и с о л .  У =  ~2 паРабола, х = 1 ,  х =  3 тугри чизиклар ва Ох

ук билан чегараланган фигуранинг юзини хисобланг.
Е ч и ш .  Аввал шаклни чизамиз (2 9 -шакл). Изланаётган юз 

ушбу формула буйича хисобланади:

■S =  \ y d x =  5 4 ^  =  4  li =  i ( 33- ‘3) =  (кв. бирл.).
а I
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2 - м и  с о л .  х  =  2 — у — у 2 эгри чизик ва ординаталар уки билан 
чегараланган фигуранинг юзини адсобланг.

Е ч и ш .  Фигура Оу укка ёпишиб туради (30- шакл), унинг юзи
d

S — \ x d y  формула буйича адсобланади.

5 =  ^ x d y =  J (2 — y  — y 2) d y =  (2У~ \ — - ^ ) | ! _ 2=

=  ( - 4 - 1 + 1 )  =  1 (кв- 6ирл -)-

3 - м и с о л .  у  =  2 — х 2 ва у 3= х 2 эгри чизиклар билан чегара­
ланган фигуранинг юзини топинг.

Е ч и ш .  Берилган тенгламалар системасини ечиб, эгри чизик- 
ларнинг кесишиш нукталарини топамиз: А (  — 1, 1) ва В(1, 1). 
Интеграллаш чегаралари булиб х =  — 1 ва х = \  хизмат килади. 

d

Фигура юзи S =  ^ ( f 2(x) — f i ( x ) ) d x  формула буйича хисобланади
С

(31- шакл).
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 ̂ * 3 __
S =   ̂ ( f 2(x) — f i( x ) ) d x  =   ̂ (2 — лг2— у л :2) d x  =

= V - 4 - 4 ^ ) l ' _ , =  M - 4 ) -

4- м и с о л .  Эллипснинг

{ .x =  acost ,
</ =  6sin/

параметрик тенгламаларидан фойдаланиб, унинг юзини топинг.
Е ч и ш .  Эллипснинг симметриклигидан фойдаланиб, излана­

ётган юзнинг туртдан бирини х,исоблаймиз (32- ш а к л ) . x  =  acost  
тенгламада х =  0 ва лс =  а  деб олсак, ушбу интеграллаш чегаралари-

га эга буламиз: / 1== у , / 2= 0 .  Хисоблаймиз:

л
*2 0 Т

~ S =   ̂ y d x  =  ^ b s i n t (  — asint )d t  =  ab ^ s in 2tdt =
f, я_ 0

2
п
2 я ^

ab Г / ,  л ,ч », ab , ,  1 . | т  ab  л лаб
=  _  J (1 — c o s 2 t ) d t  = — {t  ^sm 2t)  | * = —  • у =  — .

о

Демак, бутун фигуранинг юзи

S  =  nab  (кв. бирл.).

5 - м и с о л .  r2 =  2cos2(p Бернулли лемнискатаси билан чегара­
ланган фигура юзини топинг.
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Е ч и ш .  Эгри чизикнинг симметриклигидан фойдаланиб, олдин 
изланаётган юзнинг туртдан бирини топамиз (3 3 - шакл). И зл ан а­
ётган юзнинг туртдан бир кисми ф нинг 0 дан -5- гача узгариши-

га тугри келади.
Фигура юзини куйидаги формула буйича хисоблаймиз:

я
Р 4 л

- j S  =  \  \ r 2d ф =  -у ^ 2 с о Б 2 ф £ < ф = у 5 т 2 ф |^ = у .
а О

Шундай килиб, изланаётган юз: S =  y  (кв. бирл.).

8 - дарсхона топшириги

Берилган чизиклар билан чегараланган фигуралар юзларини 
адсобланг:

32
1 . у  =  4 х — х 2 ва Ох ук билан. Ж : - 5-  (кв. бирл.),

2 . у =  ( х — 1 ) 2 ва * 2- - £ = 1  Ж : - £ + ^ 1 п ( 3 +  д / Я ) «

« 4 , 5 8  (кв. бирл.),

3. Г  ^  S'n ^  (бир аркаси) ва у  =  О- Ж : 12л (кв. бирл.),
( z/ =  2 (l — cos/)

4. r =  2acos(p ва r  =  2 a s ir^ ,  О ^ ф ^ у .

Ж : l ) a 2 (кв. бирл.) .

5. у = —~ ,  у = ~ .  Ж : у  (кв. бирл.).

6. у = х 2-\-4х, у  =  х - \ -4 .  Ж'- (кв. бирл.).

7. х2 +  у2= 4 ,  х 2 +  у 2 =  9, у  =  х, у =  х  д /3 . Ж : -ур- (кв. бирл.) .

8. х = 3 12, y  =  3t — t3. Ж : - - У-- (кв. бирл.) .
5

8 - муста^ил иш

Берилган чизиклар билан чегараланган фигуралар юзларини 
хисобланг:
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1. у =  —х 2, х- \ -у- \ -  2 =  0 . Ж: 4,5 (кв. бирл.).
2. ху =  20 , х2 +  у2 =  4 (1чорак). Ж: a r c s i n ^ - +

-)-20 1п0,8 (кв. бирл.).

3. x =  a co s3/, u =  a s in 3/1. Ж: -^-ла2 (кв. бирл.).О

4. х =  21, y = 4 t 2 — 6t ва у  =  0 . Ж: у  (кв. бирл.).
2

5. r =  asin3(p (битта х,алка). Ж: (кв. бирл.).

6. r =  acos<p, r =  2acosq>. Ж: у л а 2 (кв. бирл.).

9- §. Эгри чизик, ёйлари узунликларини хисоблаш

Агар тугри бурчакли координаталарда y  =  f ( x)  функция [a, b ] 
кесмада силлик (яъни y '  =  f ' ( x ) хосила узлуксиз) булса, у холда бу 
эгри чизик мос ёйининг узунлиги

1=  $ V I +  { y ' )2dx
a

формула буйича хисобланади.
Эгри чизик

Г х =  х (/)

I y = y ( t )

параметрик тенгламалар билан берилган булса, бу эгри чизикнинг 
t ^[ t \ ,  /2] параметрнинг монотон узгаришига мос ёйининг узунлиги

1г _____________

* =  5 V ( x ) 2+ ( y ‘) 2dt
'1

формула билан хисобланади.
Агар силлик эгри чизик Кутб координаталарда r =  r ( ср) ( а <  

< Ф < Р )  тенглама билан берилган булса, у холда ёй узунлиги

1=   ̂ л / г 2+  ( r ' ) 2d<f>
a

формула билан хисобланади.
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1 2 31 - м и с о л .  у  = х  ярим кубик параболанинг координаталар 
бошидан Л (4, 8) нуктагача булган ёйи узунлигини топинг.

Е ч и ш .  Аввал шаклни чизамиз (34 -ш акл) .  Парабола тенгла­
масини дифференциаллаймиз:

3 1
Т ' 3 ~2 у  =  х \  у  = ^ - Х 2 .

Формулага кура:

4
/ = i  д 1 + { ¥ Ь * А  v r + r " ‘, i =

о 0

= S ( 1 + T X)T 10= ^ Г  0 ° л Д о - ' М у з у » - 6^ - )  •

2 - м и с о л .  Битта циклоида узунлигини топинг:

[x  =  a ( t  — sin/), 
у  =  а(  1 — c o s / ) .

Е ч и ш .  Циклоиданинг барча аркаси бир хил, кайси арка буйлаб 
/ параметр 0 дан 2л гача узгарса, уша аркани оламиз (35- ш а к л ) :

х'  =  а ( \  — cost),  y'  =  a s m t .
Шу сабабли:

2я ____________________________________________
1=   ̂ д / а 2(1 — c o s / )2+ a 2sin2/ dt  =  a  ̂ д/2 — 2cos t d t  =

О

t
=  2а  ̂ sin-^dt  =  — 4 a c o s y

2л
=  8а (узун. бирл.).

3 - м и  с о л .  r =  a sin4— ёпик эгри чизикнинг узунлигини хисоб­

ланг.
Е ч и ш .  Берилган функция жуфт функция. Шу сабабли берилган 

эгри чизик кутб укига нисбатан симметрик. Нукта бутун эгри
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чизикни ф 0 дан 4л гача узгарганда чизади, шунга кура эгри 
чизикнинг ярми ф О дан 2л гача узгарганда чизилади (3 6 - шакл).

r '  =  as in3-v • cos— . Демак,
4 ф

2Л Г------------------------
Т  ”  \  ^ a 2s m ^ + a h i n 6̂ o s 2~ d q )  =  

о V
2л 2л

=  а  ̂ s in3- | t ^ =  — 4a  ̂ s in2-|-d(cos-J-) =
о о

2л /  COS3—  \

=  - 4 a j (l - c o s 2- j ) d ( c o s ^ ) =  - 4 a  \ c o s ^ --------)
0

== 4 a ( l — Демак, l =  ̂ ~ a  (узун. бирл.).

9- дарсхона топишриги 

Эгри чизиклар ёйлари узунликларини адсобланг;

1. j /= ln s i r u ,  х = у - д а н х = у  гача. Ж: y i n  3 (узун. бирл.).

2 4 — 2 4 /—
2. у  =  —х ^ х — ~ у х 3 абсциссалар уки билан кесишиш нукталари 

орасидаги. Ж : (узун. бирл.).

3. * =  - ^ 3— t, y  =  t 2-\-2, t =  0 дан t =  3 гача .Ж : 12 (узун. бирл.).

4. x  =  e‘cost, y  =  e‘-s\nt, t — 0 дан / =  1пл гача. Ж : д/2 ( л — 1 ) 
(узун. бирл.).

5. г =  ф2, ф =  0 дан ф =  л гача. Ж : [ ( л 2+ 4 )  д /л 2-}-4 — 8]-^- (узун.
О

бирл.).
6. r  =  asin0. Ж : па  (узун. бирл.).
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Эгри чизиклар.ёйлари узунликларини хисобланг:
2

1- У =  ~̂ ~, * = 0  Дан х =  1 гача. Ж : 0,5 {^2-\- 1п(1 +  д£)](узун. бирл.).

2. у —  1 — lncosx, х =  0 дан гача. Ж : 1пЗ (узун. бирл.).

3. x =  8sin/ +  6cos/, i/ =  6 sin/ — 8 cost,  / =  0 дан / = у  гача. Ж : 5л 

(узун. бирл.).
4. х = а ( 2  cost  — cos2t ) , у = а ( 2  s'mt — 5 ш 2 /) .Ж :  16а (узун. бирл.).
5. r  =  acos3y ,  ф =  0 дан ф = - — гача. Ж : у ( 2 л - | - 3  д/3 ) (узун. бирл.).

6. г = 1 — совф. Ж : 8 (узун. бирл.).

10- §. Х,ажмларнн хисоблаш

6.10.1. Агар S ( jc) юз жисмнинг Ох  укка перпендикуляр текислик 
билан кесишишидан хосил булган кесими булиб, [а, Ь] кесмада 
узлуксиз функция булса, жисмнинг хажми

ь

V —  ̂ S ( x ) d x
а

формула билан хисобланади.
6.10.2. y  =  f ( x)  эгри чизик ва х  =  а, x  =  b, у  =  0 тугри чизиклар 

билан чегараланган эгри чизикли трапеция Ох уки атрофида 
айлантирилса, у холда айланиш жисмининг хажми

ь

V =  n   ̂ y 2dx
а

формула билан хисобланади.
Агар шу фигуранинг узи Оу уки атрофида айлантирилса, у холда 

айланиш жисмининг вджми

ь

К =  2л ^xydx
а

формула билан хисобланади.
6.10.3. Агар y i =zf i (x)  ва y 2 =  fc{x)  (бунда /i (*) > / г ( х ) ) эгри 

чизиклар вдмда х  — а, х — Ь тугри чизиклар билан чегараланган 
фигура Ох уки атрофида айланса, айланиш жисмининг вджми

ь

У =  я  \  ( y l - y 2\ )dx
а

формула буйича хисобланади.
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Агар шу фигуранинг узи Оу ук. атрофида айланса, айланиш 
жисмининг хажми

ь

У =  2л   ̂ x ( y 2 — y i ) d x
а

формула буйича хисобланади.
6 .10 .4 . Агар эгри чизикли трапеция x  =  f ( y ) функция графиги, 

у  =  с, у  =  а  тугри чизиклар ва Оу уки билан чегараланса, бу 
фигуранинг Оу уки атрофида айланишидан хосил булган жисмнинг 
хажми d

V =  л  ^ x 2dy
С

формула буйича хисобланади.
Агар шу фигуранинг узи Ох  уки атрофида айланса, айланиш 

жисмининг мос хажми
d

V = 2 л   ̂xy dy
С

формула буйича аникланади.
6.10 .5 . Агар x\  =  f \ (y)  ва X 2 =  f 2 ( y )  (бунда x 2^ x i ^ 0 )  эгри 

чизиклар ва у  =  с, y  =  d  тугри чизиклар билан чегараланган фигура 
Оу уки атрофида айланса, у холда айланиш жисмининг хажми

d

V =  n   ̂ ( x22— x \ )d y
С

формула буйича топилади.
Агар шу фигуранинг узи Ох уки атрофида айланса, у холда 

айланиш жисмининг мос хажми ушбуга тенг булади:

d

V =  2n   ̂ y { x 2— x {) d y .
С

6.10 .6 . Агар эгри чизик параметрик ёки кутб координаталарда 
берилса, у холда келтирилган формулаларда мос уринга куйишлар- 
ни баж ариш  кер^к булади.

2 2 2
1- м и С ОЛ. А г + А г =  1 эллипсоиднинг хажмини топинг.

а 2 Ь2 с2

Е ч и ш .  Эллипсоиднинг Ох укка перпендикуляр бирор текислик 
билан кесишдан хосил булган кесимининг ярим уклари
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У =sinx

37- шакл

булган

+ =  1

- Н )  ' Н )

эллипсдир. Демак, кесим юзи (8 - §, 4 - мисол):

S ( x )  = n b lc l =  nbc  1̂ —

бунда л: узгарувчи — а дан а гача узгаради. Шунга кура эллипсо- 
иднинг хажми ушбуга тенг:

V =   ̂ S ' ( x ) d x  =  nbc   ̂ ^1 — ~ ^ d x =  л Ь с ( х  — ~ ^  j =

=  n b c ^ ( a - ^ ^ -  (куб б и р л .) .

2 - м и  с о л .  у  =  sinx синусоиданинг битта ярим тулкини ва Ох 
укнинг [0, я] кесмаси билан чегараланган фигуранинг а) Ох 
уки атрофида ва б) Оу уки атрофида айланишидан хосил булган 
жисмларнинг хажмини хисобланг (3 7 - шакл).

Ь л я
Е ч и ш .  a) V — n ^ y 2dx =  n ^ s i n 2xd x  =  ~ ^ ( l — cos2x ) d x  =

=  f ( * - ^ ) l o  =  ! ^ = - y  (кУб бирл.) 
241
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л л
б) V — 2 n ^ x y d x  =  2n  ^x-s inxdx =

о о

{ u =  x, du  =  d x  ) п , 1л , г , ч
> = 2 л ( — x -c o s x  0-|- \  cosj(dx)  =  

di/ =  sinxcfx, у =  — cosx J J
(— X, du =  dx

= sinxcfx, v =  — cosx

=  2л ( — л с о э л +  sinx | „) =  2 л 2(куб. бирл.) .

3- м и с о л .  х2+  (y — b ) 2^ . R 2( b > R )  доиранинг Ох уки атрофида 
айланишидан хосил булган торнинг хажмини топинг (38- шакл). 

Е ч и ш .  х 2- \ - (у  — b ) 2 =  R 2 айлана тенгламасидан:

У\ =  Ь — д/ R 2— x 2 , 

У2= Ь +  д / R 2— x 2 ,

Шунинг учун

У = л  \ { у \ — y 2) d x  =  n  J [ ( 6 + д//?2— х 2) 2 — (Ь — д /Я 2— x 2)*]dx =
a - R

' x  =  Rsmt ,
r _______

=  4 л b  ̂ дI R 2— x 2 d x =

dx =  Rcostdt,

к t

л
- Н ~ 2

л
И 2

с
=  4 л b R 2  ̂ cos2tdt =  2 n b R 2  ̂ (1 + c o s 2 / ) d /  =

я л
~  ~~2 

л
=  2n b R 2{ t - \ - \ s m 2t) \ 2 „ =  2 л 2й # 2(куб. бирл.).

1 т
4 - м и  с о л .  у  =  х 2 ва 8х  — у 2 параболалар билан чегараланган 

фигурани Оу уки атрофида айлантиришдан хосил булган жисм 
хажмини хисобланг (3 9 -шакл).

Е ч и ш .
[У  =  х \
\ у 2= 8х

тенгламалар системасидан параболаларнинг кесишиш нукталарини 
топамиз: 0 (0 ,  0) ва /4(2, 4).

www.ziyouz.com kutubxonasi



—  и 1х 2(у) =  д/у > * , ( у )  = ~  га эгамиз, узгарувчи у 0 дан 4 гача 

узгаради. Демак, ^

К = л  J ( x | — x?)dy =  n J ( y — |0 dy =

= ’^ ( 4 - » ■ ) l ! - ” (8 - f ) “ i r (к)'б 6 и Pл ' , ■

Гу — (2COS3/
5 - м и  с о л .  { ’ астроида билан чегараланган фигу-

(. y =  asin /
ранинг Од; уки атрофида айлантирилишидан хосил булган жисмнинг 
Хажмини хисобланг (4 0 -шакл).

Е ч и ш .  Изланаётган хажм ОАВ  фигурани айлантиришдан хосил 
булган хажмнинг иккиланганига тенг. Шунинг учун

а
V = 2n  ^y 2d x .

о
Узгарувчини алмаштирамиз: 

fjc =  acos3/

V =  2n  ^y 2dx = d x =  — 3acos2/- s'mtdt, 

y' =  as in3t.

X t

я0 2
a 0

v  £

=  2n   ̂ a 2sin6/ (  — 3acos2/s in /)d /  =  6 n a 3  ̂s in7/cos2/d/ =

2

=  — б л а 3  ̂ (I — cos2/ ) 3cos2/d (cos /)  =  — 6n a z^~ co s zt — | c o s 5/ - f
0

+ - | с о з ' < - > Л )  | j  = 6я а » ( | - 4 + 4 - | ) = - ^ я а * ( к у б б „ р Л.).
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1. х  =  2 ва х =  3 текисликлар билан х 2 +  у 2 +  z 2 =  16 шардан
29киркилган шар катламининг хажмини х,исобланг: Ж : -у-л (куб. 

бирл.)
j_ j_

2. Координата уклари ва х 2 - \ -у2 = а г парабола билан чегара­
ланган юзни Ох уки атрофида айлантиришдан хосил булган жисм

з
хажмини хисобланг. Ж : "— (куб бирл.) .

3. у  =  sinx синусоида ёйи, ординаталар уки ва у =  \ тугри чизик 
билан чегараланган фигурани Оу уки атрофида айлантиришдан 
хосил булган жисм хажмини хисобланг.

Ж ; (куб бирл.) .

4. г/ =  у х 2+ 2 парабола ва 5х — 8 г / + 14 =  0 тугри чизик билан

чегараланган фигурани Ох уки атрофида айлантиришдан хосил
булган жисм хажмини хисобланг. Ж : -7Ц 7Г (куб. бирл.) .

1280

( x  — a ( t  — sin/),
о. Ушбу < ______cos/) циклоиданинг бир аркасини Ох уки а т ­

рофида айлантиришдан хосил булган жисм хажмини хисобланг. 
Ж : 5а3л 2 (куб бирл.).

10- мустак,ил иш

х2 2
1- Z =  ва Z = 1 сиртлар билан чегараланган жисм

хажмини хисобланг. Ж : пл/2  (куб бирл.).

2. а) у  - - - - ва х2 =  8у, б) у 2 =  х  ва х 2 =  у  чизиклар билан

чегараланган фигураларни Ох  уки атрофида айлантиришдан хосил 
булган жисм хажмини хисобланг.

Ж : а) - ^ ( б л  +  в) (куб. бирл.);б)0 ,3л(куб. бирл.) .

3. а) у  =  х 3, у  =  0, х =  2; б) х 2— у 2 =  4, у =  +  2 чизиклар билан 
чегараланган фигурани Оу уки атрофида айлантиришдан хосил

64булган жисм хажмини хисобланг. Ж : а) — л (куб. бирл.);
64

б) — л (куб. бирл.) .
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